Exercices sur lignes

1éres
trigonométriques d’'un réel

Soitx un réel quelconque.
Calculer les expressions suivantes :

A=(cosx+ sinx)’ +( cox— sim)’ ; B=cogx+ sifx+ 2cod& sifx ; C=sin*x- codx+ 2co&.

Indication pour le calcul de I'expressionC : Effectuer une factorisation dgn*x— cogx.

Dans chaque cas, donner le signe dex@issinx en raisonnant graphiquement a I'aide du cercle

trigonométrique.

a)xe[o;g} b)xe[g;n} c)xe[n;%r}

d)X€|:3j;27t:| e)XE|:—E;O:| f) X€|:—TE;—E:|
2 2 2

Calculer le cosinus et le sinus é%E

Calculer le cosinus et le sinus déng—Et.

Calculer le cosinus et le sinus é%E

@ Soita le réel dans I'intervall{% ; n} tel quesina =§.

1°) Construire le point M, image desur le cercle trigonométrique.
2°) Calculer cost.

Dans chaque cas, déterminer une relation enteles nombres

a) co& et cog b)co&n et cos@ c)cosg—n etsin®
9 9 5 5 8 8

Soitx un réel quelconque. Calculer les expressions stégeen détaillant toutes les étapes.
A=cos( 5t+x)+ si{ T—x)— cof 7+x)+ sin 7 x) et B=cos(n—X)+ co§ G+Xx)+ 2cds-X).

2++/2
2

T . T
@ On donneco&8 = . Calculer la valeur exacte (.\i;an5 .

. T 2n 3n 4n
Calculer, en regroupant astucieusement les telmesmmeA :cosg+ c0%5+ cos€+ cosg.

Calculer, en regroupant astucieusement certaimete 'expression
A=cog X, co§%+ c T+ cdsE
8 8 8 8

Soitx un réel quelconque. Simplifier I'expressi@én= cos( 17+ x)+ sirELG+ xj+ siﬁx—%) .

Soitx un réel quelconque dans I’intervaﬁeg ; 3% }

A Tl'aide du cercle trigonométrique, donner le neill encadrement possible desx. Faire une figure.

Dans les exercicé44|et| 15], le plan orienté est muni d'un repére orthonorﬁr\éod(o,f,]).

On note M le point de coordonnées cartésier(neﬁs; 4\/—3) .

Déterminer un systéme de coordonnées polaires ee Mdigeant.
Faire une figure en placant M au compas (en utilifss coordonnées polaires trouvées précédemment).

On note M et N les points admettant pour systeteesoordonnées polaires les couples respectifs

(35 o3

1°) Construire M et N au compas.
2°) Démontrer que O, M, N sont alignés.

3°) Déterminer le réet tel que ON = kOM.



Corrigé

Calculs d’expressions trigopnométriques

A=2;B=1;C=1

Cet exercice permet de comprendre que les idemétéarquables ¢a marche aussi avec les sinus @desis.

Solution détaillée :

Dans tout cet exercice, on utilise la relation formmentale : cos x + sirf x = 1.

xe R quelconque

- . . 2 s N2
On peut rentrer dans la calculatrice les fonctien (cosx+ sinx) +( cox— sin)",

X+— cos x+ siff x+ 2co8x  sifix, X — sin* x— cod x+ 2coéx.

e Démarche pourA :

A=(cosx+ sinx)’ +( cos— sir)’
On développe les deux carrés avec les identitéarcprables.
A=(cosx)’ +( sin)*+ 2cosx sik+( cod’+( sh°~ 2008 %

= i i irfx — 2cex=< SR
A=co@x+ SifX+ _2Coxx SIR + CoLX + sirfx SiR

1 1
(avec les écritures simplifiées{cosx)2 = coéx et(sin x)2 = sirt x)
A=2

Méthode :

1% temps : On développe en utilisant les identit('zfsalrn=.|uables(a+b)2 et(a- b)2 (développement
« normal »).

2° temps : On simplifie en utilisant la relation f@mlentalecos x+ sirf x= -.

e Démarche pourB :

B =cos'x+ siffx+ 2co¥% sifx
B= (co§x+ sirfx)2

B=1?
B=1

e Démarche pourC :

C =sin*x— coéx+ 2co¥
C= (sin2><)2 —(co§x)2 + 2co&
C:(sin2x+ co§x)( sifx— co§x)+ 2c6%

1
Petit complémentpour la factorisation dein*x— co$x qui peut bloquer les éléves.
Cela est en lien avec une factorisationade b* otia etb sont deux réels.
a'-b'= (az)2 —(b2)2 =(a’~b?)(a*b?)=(a+b)(a-b)(a*b?)
C =sin’x- cogx+ 2co&

C =sin’x+ cosx
CcC=1

Avec XCas, on peut simplifier les expressiéns, C.

Signe du cosinus et du sinus d'un réel

On note%” le cercle trigonométrique dans le plan orientéinalun repére orthonormé dire(:O,T,T).
Faire une figure.

On part du point A (associé au réel 0).

3 g Ej
2 2
1%
o 2n
A (o) o A (0)
I B'(Ej
2 2



Etape 3 :Faire apparaitre le cosinus sur I'axe des abscissie sinus sur 'axe des ordonnées.
Etape 4 :Repérer graphiquement le signe dexessinx.

Etape 5 :Conclure & I'aide des signeset < (exemples cosx> C, sinx > 0)

On procede quadrant par quadrant.

On rappelle la définition d€*f S du cosinus et du sinus d'un réel.

] ] ] ] N.B. : attention, cox et sinx peuvent étre nuls ; ainsbsx= C ou sinx= 0.
Le cosinus et le sinus d’'un réesont respectivement I'abscisse et 'ordonnée dutpd du cercle

trigonométrique associéxa

Version plus courte et plus compléte :

Attention, la définition de *I®est différente de celle d& @lans un triangle rectangle mais elles coincident

T T, .3n
IorsqueXE[O;g}. a)xe[O,E} b) Xe[a,n} c) Xe[n,?}
0<cosx< 1 —-1<cosx< C —-1<cosx< C
0<sinx< 1 0<ssinx< 1 -1<sinx< 0
. P d) xe 3—n'Zn e) xe _T.0 f) xe P
* On tourne dans Ilgens positifen effectuant des * On tourne dans Igens négatifen effectuant des 2’ 2’ "2
quarts de cercle. quarts de cercle. 0< cosx< 1 0< cosx< 1 —1< cosx< C
. ) . . -1<sinx< 0 -1<sinx< 0 —-1<sinx< 0
On rencontre successivement : On rencontre successivement :

- le point B image deTZE - le point B image deg

a) Lorsquex e [0 ;E}, cosx est compris entre 0 et 1 donc est positif ou hgirex est compris entre 0 et 1
- le point A" image de - le point A" image de % L 2
) ) 3 ) ) 3 donc est positif ou nul.
- le point B' image de? - le point B' image deSL7

- le point A image de® - le point A image de —2 d) ete) Les intervalle%%T ; zn} et [—g ; O} correspondent au méme arc.

etc etc.

Calculons le cosinus et le sinus dlesz—ln .

Sur la figure, on place les points A(1 ; 0), B@M, A'(-1;0),B'0; —1).

On note M I'image de sur le cercle

a) xe [0 g} donc M appartient &

I'arc AB.

Par suite, I'abscisse de M est
positive ou nulle et I'ordonnée de
M est positive ou nulle.

Donc cosx> Cetsinx> 0.

b) xe B ; n:| donc M appartient §

I'arc AB *.

Par suite, 'abscisse de M est
négative ou nulle et I'ordonnée de
M est positive ou nulle.
Donc cosx< Cetsinx> 0.

C) xe [n;%ﬂ donc M appartient

alarc AB'.

Par suite, I'abscisse de M est
2 négative ou nulle et I'ordonnée de
M est négative ou nulle.
Donc cosx< Cetsinx< 0.

d) XG[%I ; Zn} donc M appartien

alarc AB'.

Par suite, I'abscisse de M est
positive ou nulle et 'ordonnée de
M est négative ou nulle.

te) xe [—% ; 0} donc M appartient

alarc AB'.

Par suite, I'abscisse de M est
positive ou nulle et I'ordonnée de
M est négative ou nulle.

Donc cosx> Cetsinx< 0.

f) x{—n;—ﬂ donc M

appartient a larAB' .

Par suite, I'abscisse de M est
négative ou nulle et 'ordonnée dé
M est négative ou nulle.

Donc cosx > Cetsinx< 0.

Donc cosx< Cetsinx< 0.

* 'arc d’extrémités A' et B peut étre no®B ou BA' ('ordre des points n'a pas d'importance).
Il faut savoir retrouver trés vite tous les résslide cet exercice.

Etape 1 :Repérer l'arc sur le cercle trigonométrique cquoeslant a l'intervalle cité.
Etape 2 :Placer un point au hasard sur cet arc.

Recherche préalable au brouillo5x 2< 15k 76& ..

15 15%&-7

> > - £2+ 2x 38t (méme démarche que pour une mesure principale)

oS _ cob— T4 2y 38 |- co$— T |- 0
2 2 2

sin@=si X ox3gr|=sif-Z|=-1
2 2 2

On utilise la propriété cos(x+ Xn)= cox etsin(x+ 2k7r) =sinxoukeZ.

Pour déterminecos(— gj et sin(— gj on utilise le cercle trigopnométrique.

Autrement dit, les valeurs dms(— g) et sin(— g) peuvent étre lues sur le cercle trigonométriqtie (e

PP, . . . T z
vérifiées sur calculatrice la mettant en mode radiaen convertlssamE en degrés).

L'image de—g est le point B'. Son abscisse est 0 ; son ordoesige 1.



Calculatrice
On met la calculatrice en mode radian.

e T1-83 Plus.fr (bleue)

Pourcos% (on tape cos(1512) on obtient I'affichagdE— 13 qui correspond 40,

Poursin%, on obtient I'affichage — 1.

C’est bizarre.

La calculatrice donne le résultat exact pour leisimais pour le cosinus.
Pour le cosinus, la calculatrice a du mal.

Pour le sinus, ¢a marche.

e TI-84 Plus

Pourcos%, on obtient I'affichage3.41601E- ¢

Poursin%, on obtient I'affichage — 1.

e Casio fx-92

Pourcos%, on obtient I'affichage 0 tout rond.

Poursin%, on obtient I'affichage — 1 tout rond.

La calculatrice donne les deux résultats exacts.

On peut aussi vérifier les résultats a I'aide dealaulatrice (attention a penser a se mettre esfemadians et

non degré ; sinon, on peut se mettre en mode degjieil faut convertir—g en degrés c’est-a-dire — 90 °).

E Calculons le cosinus et le sinus dew%.

Recherche préalable au brouillor 1980< —197% -197soit — 6330< - 197% - 63

—19&:2—165th
6 6
cos _1975) _ co = 165 2|= congﬁ
6 6 6 2
sin _197& =si E—165 2= siﬂiz1
6 6 6 2

, . . T 2 \
On utilise le cosinus et le sinus %} (valeurs remarquables données dans le cours,naitmpar cceur).
On vérifie les résultats a I'aide de la calcularic
. . 181n
Calculons le cosinus et le sinus de4— .

Recherche préalable au brouilloh80< 181< 18:soit 4x 45< 181 4 A4¢.

187]I=23>< 211:—E
4 4

cosm—h= co{ 23 ﬁ—ijz cr{s—ij=——2
4 4 4

sin@:sin[ 2% Zc—ﬁj: sirE—Ejzf—z
4 4 4 2

. 3n
Comment fait-on pour -7 ?
Deux démarches possibles :
. - . P LT
- soit on utilise le cercle trigopnométrique en plailes valeurs des angles assocuis a

- soit on utilise les relations donnant le cosiatie sinus de x en fonction du cosinus et du sinusxde

On vérifie les résultats a I'aide de la calcularic

6]

b . 3
oe|=;m sina ==
2 5

1°) Plagons le point M, image dex, sur le cercle trigonométrique.

On sait quex € B ; n} doncM cAB (car l'image du réeg sur le cercle trigonométrique est le point B ;
I'image du réek sur le cercle trigonométrique est le point A').
On fait une figure.

Pour plus de commodité, on trace un cercle trigattdque de rayon 5 cm ou 5 « gros » carreaux.

- 3
On n'utilise pas le rapporteur c%{ n’est pas une valeur remarquable.

On place le point de la droite (OB) (axe des oréash qui a pour ordonné;e.

On trace la paralléle a I'axe (OA) passant paraetp
Cette droite coupe le cercle trigonométrique erxgmints.






M est le point du cercle trigonométrique situélanc AB qui a pour ordonnéé

2°) Calculons cos.

D’aprés la relation fondamentale, on eoSa + sirfo = -

3 2
D'ol CO§Q+(§J =1

soit coSo = 1—3

ce qui donnecoSo = ——

25
16

s 4 4
D’ou coso=— Ou coso =——.
5 5

Orae[g } Donccosa < C (cf. exeruc.)

N 4
D'ou | coso = —

Bilan :

Etape 1
Etape 2
Etape 3
Etape 4
Etape 5

Ne pas oublier qu’une équation du type=a olla est un réel strictement positif admet deux sohstio

:Placer le point M en fonction de son ordonnéeeetah intervalle (arc) ; placer sin
: Faire apparaitre ces

: Appliquer la relation fondamentatos o + sirfo = -
:Résoudre

:Conclure

distinctes dan®.

Le choix de I'une des deux solutions dépend deplacement de cas sur le graphique.

Avec la calculatrice (mise en mode radian), onweou = 2,49809154...

Avec la calculatrice (mise en mode degré), on e0OM =143,130102.. °

Commentaires :

A propos de I'égalité coSa + sirfo = .

e On ne peut pas enleverdg'égalité cos + sirf = 1n’'a pas de sens).

* On ne peut pas remplageipar une valeur.

¢ On peut juste remplacer sjcnparg.

a) COS— =— CO0S— COS—=—- COS— C)COS—= sIn—.
Topost - coff e coff 0 cos®- s

[ R

Solution détaillée :

a) Relation entre les nombresx:o%;t et co%;t

2n n n " o
COS"= Copr——o- =~ COS- (on utilise la propriétéos(n —x) =

Autre fagon :

b) Relation entre les nombresco% et 0056—;t

T

cos( —x) = cox cos(m —X) = —cox
Autre fagon :
T
CcoS— = co{n fj=— cossr5
. 3n LW
¢) Relation entre les nombres;:o%8 et smg
On observe alsementqétmﬁ n_m . Par suite, on a:i Tz
8 8 2 8 2 8

—Ccox)

On peut aussi utiliser un graphique (faire un gigysh dans chaque cas).



Simplifications d’expressions trigonométriques D’aprés la relation fondamentale, on eo§%+ sifl=

Réponses : 2
A—0 etB-0 Onen déduitquE “Zzﬁj +sin2£8:1
Solutions détaillée : ( 2+¢§)2
Dou: L ysiEo1 (le carré fait « exploser » la racine carrée @mérateur ; principe d’explosion

A=cog St+X)+ sif( T-X)— cof 7+X)+ sif 77+ x) 4 8
A=cos &+n+X)+ sir{ 4+1—-X)— cof B+n+X)+ sinmrn+X) (étape a écrire obligatoirement) d’une racine carrée sous l'effet d’un carré) 529T{4£ +Sin2% =1
A=coy(n+X)+ sif(n—x)— cogn+X)+ sifm+X)
A=—cosx+ six—(— cox)— siR (on applique les propriétés du cours) Onadonc:
A=—COSX+ SINX+ COX— SIR Sin2£:1_2+\/§
A=0 8 4

. . s . 2T 4_(2+ \/—2)
Commentaire sur le passage des trois premiéres ligs : sin §=f
A=cog 5t+X)+ sif{ T—x)— cof W+X)+ s X) sinzgzz;f
A=coy 4t+m+X)+ sif 4+7—x)— cof B+m+X)+ s 67+ X)
A=cog(n+X)+ sin(n—X)— cofn+x)+ Sifm+X) Orﬁe[o;ﬁ}.

Commentaire sur le passage de &% ligne a la Z ligne :

. T
. . S . . . . Donc sin—> 0.
Pour Iesm( m+ x) , ON pourrait aussi écrirér = 8t —t  mais c’est moins simple pour la suite. g8~

s . 2-/2
On en déduit qusin g: 2\/— .
Commentaire sur le passage de l&2 la 3 ligne :
« On peut supprimer lestZou plutdt les multiples entiers de)2».
. . L\ . . . T 2n 3n 4
(D’une certaine maniére, on peut dire que lex2’évanouissent »). A= co&5+ 00%5+ cos€+ cosg

B=cos(n—x)+ co§ T+X)+ 2cos-X)

Cet exercice porte sur I'utilisation des formulestdgonométrie.
B=cos(n—x)+ co§ £+m+X)+ 2cds X)

B=— COSX+ CO§m+X)+ 2CO% Cette somme apparait incalculable a premlerze \argl(n’y a pas de regle de « mise en facteur eadeet I'on
A, T T

B=-cosx— coOX+ 2CO0x% ne connait pas les valeurs exactesdag , co%5 o).

On transforme un certain nombre de termes.

On simplifie de maniére a calculer.

Solution fausse :

[9] singzi“z_\/E

2 On regroupe tout dans un méme cosinus.
n 2t 3t 4n
A=co§ —+—+—+—|=co% Z)=
Solution détaillée : {5+ 5 5 sj 2)
On obtient un résultat faux.
V2442 Il 'y a pas de régle qui dit queosa+ cob= cofa+b).

T
Ccos— =
8 2

. T
Calculons smg .



Solution juste : Autre maniére de dire :

. s ) . 2n 3n 4n . . .
On peut placer sur un cercle trigopnométrique lexgies des reelg, 5'5' 5" | Bilan sur les calculs de sommes de cosinus et deusi: |

On observe alors que les points sont deux a deugtsigjues par rapport a I'axe des ordonnées (leggpo
images sont « disposés » de part et d'autre de (@y).

Bl

I . . |
P Si on peut les calculer, on fait le calcul. I
I - Sinon, on regroupe etc. |

11] A=cog ™+ CO§E+ co%i+ co"slT
8 8 8 8

CalculonsA.
2

2
. Y T T
Pour commencer, une remarque sur les nOta'[IOD§Z§ :( COSSJ * 005671.

A o A On va commencer par regarder deux solutions fausses

On verra ensuite la solution juste.

On ne connait pas les valeurscmsg, cos%n, cos%, cos%n.

La somme parait incalculable a premiére vue.

Une premiere solution fausse (mais tentante) :

g On regroupe tout dans un méme cosinus.
_II ya des symétries qui vont se traduire « auaimvges abscisses » (puisque ce sont les cosinueuagli A= co E+3£+E+E - cod( 2)=
intéressent). ‘ g 8 8 8 8
« Ca va se compenser » (Antoine Baubidif d1, le 2-2-2015). : On obtient un résultat faux.
On va ainsi pouvoir faire la démonstration. Une deuxieme solution fausse (mais tentante) :
A=cost+ co&+ co%n—éj+ co{ —Ej A=cog X+ co§%+ coﬁ(n—ij+ c&{n—ﬁj
5 5 5 5 8 8 8 8
b 2n 2n b . . b 3n 7r 3
A=COS—+ COS—— CO5—— COS (on utilise la régle cos(n— x) = - co) A=cod =+ cod—- co5-- cds—
5 5 5 5 8 8 8 8
A=0 A=0
On peut vérifier le résultat a I'aide de la caleudz. Ou se situe la faute ?
I BT B _I - _I _I d_ - d_ -7 ; ST T T T T T T T T T T l Dans la solution fausse, I'erreur se situait agsc et les carrés.
llan sur les calculs de sommes de cosinus et dets : I La notationcos x est pratique mais peut s’avérer dangereuse seboronnait mal la signification.
I - Si on peut remplacer tous les termes par ledesiks on fait le calcul. |
. L . . .. . 2 2
| - Sion ne peut pas, on passe par le cercle trigétrimue. On utilise les formules de trigonometrig. Ainsi cos (r—x)=[ cogn-x)| =(- cog)’ = cx.

On ne peut pas écrireos (n—X) =— co$x.



Solution juste : Simplification d’'une expression trigonométrique
A=—cosx

Solution détaillée (avec détail de la démarche étepar étape) :
A=cos( 17+ x)+ sir{%ﬁ+ x)+ sirﬁx—%j

A=cos( Ztx 8-+ X)+ sir(%n—%+ xj+ sirEx—%Jr%j

A=cos(n+X)+ sir{ &—%Jr xj+ sirEx— 6+E2j

. T . T
A=—COSX+ SinN X—— [+ SiNX+—
r( ZJ 'E 2)
&
. T
A=—-Ccosx+ sn{—(a—xj} cox

B' A=-cosx— sir[g— x)+ coX
A= — COSX=£0X +£e08X
A=—cosx

A=cog X4 co§%+ coz{n—ij+ c&{n—ﬁj
8 8 8 8

2
A=cog X4 co§%+(— col:trj +(— co5-
8 8 8 8 Solution détaillée :

2 2
A= co§g+ co§3—g+( co%j +( cog%j (on devrait mettre des parenthéses partout fparumoniser les © 3
el = —
notations) [ 3 4 }
A=cog s codSTy cos i oo . .
8 8 8 8 Donnons le meilleur encadrement possible de cas
m T T L .3n mToT

A= 2C052§+ 2‘30%[5—5} (on ecrir-= E—g) Méthode : On trace un cercle trigopnométrique.

x o\ Sur ce cercle, on place les points U et V, imagssaetives des réels etﬁ .
A=2cog ~ + 2{ COE———H . 3 4

2 8 On trace I'arcUV en rouge.

A=2cog X+ 2sin
8 8

A=2| cog X1 sil
8 8
1

A=2x1

A=2
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| |
£ hi
L J A
1
2

La construction des points U et V s’effectue faciéatrau compas.

Le point U est I'un des points d’intersection ducbetrigonométrique et du cercle de centre A etagem 1.

La demi-droite [OV) est la bissectrice de I’an@ﬁD\B.
On trace la bissectrice de I’ang@é(/)\B.

On regarde ensuite en abscisse le maximum et lenuaimi

Il N’y a pas d’autre méthode.

On a donc :—%gcosxg%.

Le point M admet le coupl% ; z—;j pour systeme de coordonnées polaires.
On peut ensuite placer le point M (on trace d'abdercercle de centre O et de rayon 8).

1°)

2°) On détermine une mesure en radians de I’an@ﬁetél(m, a\l)

) 2n E:n,

La relation de Chasles permet d’écril(m, a\l) = (W,T)Jr(f,a\l =33

Ce résultat permet de dire que les vecte€did et ON sont colinéaires (de sens contraires).

Donc les points O, M, N sont alignés.

3°)
o] o]
oI ]| ow|

ON=| k|xOM
5:‘ k‘><3

5
[ k[=>
3
Or les vecteur©M et ON sont colinéaires et de sens contraires dor®.
Donc -k = S
3

On obtient dondk = —g .
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