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Exercices corrigés

Sont abordés dans cette fiche :

produit scalaire en fonction des coordonnées de vecteurs dans un repére orthonormé
propriétés du produit scalaire (reégles de calcul et identités remarquables)
produit scalaire en fonction des normes de vecteurs
orthogonalité de deux vecteurs et produit scalaire nul
formule de la médiane
produit scalaire de vecteurs colinéaires
produit scalaire de vecteurs quelconques a 1’aide d’une projection orthogonale
produit scalaire en fonction des normes de vecteurs et d’un angle orienté
quadrangle orthocentrique
équation cartésienne de la médiatrice d’un segment
¢quation de cercle
équation de tangente a un cercle
théoréme d’Al-Kashi et somme des carrés des cotés d’un parallélogramme
droite d’Euler
recherche d’un minimum
algorithme de perpendicularité de deux droites dans un repére orthonormé du plan

Exercice 1

Soit un repére orthonormé (O ;7 ;) du plan. Dans chacun des trois cas suivants, calculer AB.AC.

\"1«
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Correction de ’exercice 1

!

\ . . - . . X X
Dans un repére orthonormé du plan, si les vecteurs 1 et ¥ ont pour coordonnées respectives (y) et (y')’ alors

le produit scalaire (euclidien) du vecteur U par le vecteur ¥, noté . v, est donné par la relation :
Uv=xx' +yy

Cette expression ne doit pas étre confondue avec la condition de colinéarité xy' — x'y.

Il convient tout d’abord de remarquer que le repére (O;7;)) est orthonormé. En effet, les vecteurs 7 et J sont
d’une part unitaires (puisque ||Z]| = [|J]| = 1) et d’autre part orthogonaux (puisque 7 L J).

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives (1; 1), (3;2) et (2 5 —2).

. - . (XB T YA\ _ (3—1\ _ (2
Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : ()’B . J’A) = (2 _ 1) = ( 1).

Quant au vecteur AC,ila pour coordonnées : (;g : ;Z) = (_22__11) = (_13)

Ilenrésulte que: AB.AC=2%x1+1%x (-3)=2-3=-1

Graphiquement, AB = —37+ 1j. Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : (_13)
De méme, AC = —47— 3J. Par conséquent, le vecteur AC a pour coordonnées : (:i)

De ce fait, AB.AC = =3 x (—=3) +1x (-4) =9—4=5.

Graphiquement, AB =37+ 3J. Par conséquent, le vecteur AB a pour coordonnées : (g)

De méme, AC = -1+ 3J. Par conséquent, le vecteur AC a pour coordonnées : (_31)

De ce fait, AB.AC =3 X(—-1)+3x3=-3+9=6.

Exercice 2

Soient 7 et J deux vecteurs du plan tels que 12 = 2, ||J]| = 3 etl.] = —4.

Calculer (37— ). (=T + 2)), (T — 3))?, |127 + 3/]| en détaillant les étapes de chaque calcul.
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Correction de I’exercice 2

Rappel : Propriétés du produit scalaire (symétrie et bilinéarité)

—

Soient les vecteurs i, U et W et soit le réel A. Carré scalaire :

-

e Symétrie: U.¥ = .U

e Bilinéarité :
v Linéarité par rapport a la premiére variable : (i + ¥).W = 4.V + . W et (A). ¥ = AU. ¥

v Linéarité par rapport a la seconde variable : 4. (¥ + W) = 4.V + . W et ti( AV)= AUV

1) Calculons (37— ). (-1 + 2)).
(B1-D.(-1+2)) = (30.(-D+ (302~ J. (D~ ]. 2]

bilinéarité

=3x -1l + 3x21] —1x (-1)ji —-1x 27.7

linéarité linéarité linéarité linéarité
par rapport aux par rapport aux par rapport par rapport
18re et 20de yariables  18re et 20de yariables ala 2nde yariable ala 2nde yariable
=-3 % +6ij+ I -2 [JIP = 324+ 7i) 2017 = -3x2+7x —4)-2x3? =52
— ——
carré symétrie carre
scalaire scalaire

Rappel : Identités remarquables

Soient les vecteurs iU et V.

-

U+V)=u?+2uv+v? U—-V)* =u?—-2uv+v? U+V)U-v)=u*-7

2) Calculons (7 — 3))2.

(T - 3))? = PPH2LE3D+ 3D =P 42x (3L 4 (—3)%2
identité linéarité linéarité
remarquable par rapport par rapport aux
ala2nde yariable 19T et 2Mde variables

=2—-6X —4)+9x9 =107

3) Calculons |27 + 37]|.

127 + 37112 = (27 + 3))? = (2D%+2x(20).(3)) +(3))?

identité
remarquable
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= 2277 + 2x2x31] + 3272 = 4XxX2+12X —4)+9x3%=41.
linéarité linéarité linéarité
par rapport aux par rapport aux par rapport aux

1°re et 2nde variables  1ere et pnde yariables  1°Te et 2nde variables

Ainsi, |27 + 3j|| = V41.

Exercice 3

Soit un parallélogramme ABCD tel que AB =5, AC = 6 et AD =4. Calculer les produits scalaires suivants :

BA.BC BA.CA DC.AB

Correction de ’exercice 3

Le produit scalaire d’un vecteur U par un vecteur ¥ est le nombre réel noté . ¥ défini par :

- > 1 — - - —
Uv= E(IIuII2 + 15112 = |9 — ull?)

Tout d’abord, analysons I’énoncé.

ABCD est un parallélogramme donc les égalités vectorielles

suivantes sont vérifiées :

—_ —_ _— ——  —

AB =DC AD = BC AB + AD = AC

Calculons BA. BC. Par définition du produit scalaire, on a :

BA.BC = E(||BA||2 +B¢|)” - ||5¢ - BAl") j_}E(ABZ +BC2 — ||7B + BC||")
—BA=AB

£l

1 1 1 5
5 (AB? + AD? — AC?) = (52 + 47 = 6%) = 2 (5 + 4° — 67) =7
AB+BC=AC

relation

de Chasles

Calculons désormais BA. CA.

mm:(%(umnz +|[A|” - ||c - BA|") - %(BAZ +cA?— |[CA +7B|") = %(BAZ +CA? — CB?)
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15+6 4) 45
2( 2

Calculons enfin DC. AB.

e 1

et e 1 N
pc.4B =z (|IDC|l +14B|| —|[4B = DC| ) = (487 + 4B* - ||AB ~4B|| ) =5 x 248 = AB>= 25

Pour tout vecteur i, %. % = ||i||2. Comme DC = AB, DC.AB = AB.AB = ||E|| = AB? =25

Exercice 4

Soit un rectangle ABCD tel que AB =2 et AD =+/2. I désigne le milieu de [AB]. Montrer que les droites (AC)
et (ID) sont perpendiculaires.

Correction de ’exercice 4

Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si . ¥ = 0.

Par définition du produit scalaire, on a AC.ID = %(”TC” + ||ﬁ)’|| - ||ﬁ)> - A—C)” ) D—E
Il convient donc de déterminer d’une part ||E|| ? dautre part ||ﬁ>||2 et enfin \f
|70 - ac|f NN

Commencons par déterminer ||R||2

ABCD est un rectangle donc le triangle ABC est rectangle en B. Par conséquent, d’aprés le théoreme de

Pythagore, on a : AC? = AB? + BC?. Or, comme ABCD est un rectangle BC = AD, d’ou AC? =22++/2 _ 6.
—yy2
Déterminons désormais ||I D|| .

En outre, I est le milieu de [AB] donc, d’apres le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AID rectangle en
A,ona:ID? = [A>+ AD?> =(AB/2) + AD? =(2/2)*++2 =3

Enfin, déterminons ||75 — ﬁ”z

En utilisant la relation de Chasles, on a : ID—AC =1A+AD — (ﬁ + B_C)) =1A + AD — AB — BC

ID ac
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Or, ABCD est un rectangle donc AD = BC, si bien que AD —BC = 0.

D’ou, comme [ est le milieu de [AB], c’est-a-dire comme 1A —. %TE, il vient que :
1 —_— —_— 3 —_—

ID—AC =1A—AB =- EAB—AB Z_EAB

B-ac| - [|-548] - (-3) 1Bl = 3x2* =

Par conséquent, |

Finalement, en remplacant dans I’expression initiale, on obtient :
10— — — — 1
AC.1D :§(||Ac|| + 3| - |II5-4c| ) = 5(6+3-9) =0

Comme AC.ID = 0, les vecteurs AC et ID sont orthogonaux. Autrement dit, les droites (AC) et (ID) sont
perpendiculaires.

Exercice 5

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O ;7;J). On donne M(2; 1), A(1;3) et L(4;3 - A). Déterminer
le(s) réel(s) A tel que le triangle MAL est rectangle en A.

Correction de ’exercice 5

Le triangle MAL est rectangle en A si et seulement si les vecteurs AM et AL sont orthogonaux, c’est-a-dire si et

seulement si AM.AL = 0.

Or, le vecteur AM a pour coordonnées : (;Z - ;‘:) = (% B ;) = (/1 1_ 3).

En outre, le vecteur AL a pour coordonnées : (;Cli ‘_ ;’:) = (3 L_L /{? 3) = (_3 )

Ainsi, AM.AL =0 1x3+( 2 -3)x(-1) =03 -A2+31 =012 _31_.3=0
Soit A le discriminant du trindme A% - 31- 3 du second degré d’inconnue A.
Alors A= (-3- 4x1x (3)=9+12 21

A> 0 donc le trindme 42 - 31 - 3 admet deux racines réelles distinctesA ; et A,, telles que :

. (=3) V21 -3-421 1, -(=3)++21 3++21
- 2x1 2 B 2x1 2

3—/21 3+/21

Le triangle MAL est rectangle en A si et seulement si 4; = —; (1" cas)ousi 1, — > (2°™ cas).

A
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Soit un triangle MAB et soit I le milieu de [AB].
, AB?
Démontrer que MA.MB = MI 7

En appliquant cette formule a un triangle MAB rectangle en M, quelle propriété connue retrouve-t-on ?
En appliquant cette formule a un triangle MAB tel que MA =4, MB =6 et AB -7, calculer la

longueur de la médiane issue de M.

Correction de l’exercice 6

AB?
7
D’aprés la relation de Chasles, MA = MI + IA et MB = M + IB. Par ailleurs, I est le milieu de [AB] donc

m&L FhBAINS, /14,83, & Km&E wBIim&E &L in&E hBddm&E mnBL Imn&F n&L /+~ F+#

Démontrons que MA.MB = MI? —

AB?
1

AB)2

_ 2
> = MI

or, A = AB/2.Donc MA.MB = MI? — [A? - MI? — (

Appliquons cette formule & un triangle MAB rectangle en M.

2
Si le triangle MAB rectangle en M, alors MA.MB = 0. Or, d’ aprés ce qui précede, MA.MB = MI? — Af
2
Ainsi, MA.MB = 0 & MI* — Af 0o MI? = Af . Comme MI et AB désignent des distances, il vient que

AB
MI —A— Ainsi, le point M appartient au cercle de centre I et de rayon -—. Mais puisque I est le milieu de

[AB], M appartient finalement au cercle de diamétre I’hypoténuse [AB] du triangle MAB rectangle en M.
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Exercice 8

Soit un carré ABCD de centre O et de c6té a. Calculer, en fonction de a, les six produits scalaires suivants :

AB.AC 0C.0B 0B.0D
BC.BA AC.A0 AD.OB

Correction de l’exercice 8

Soient deux vecteurs U et ¥ non nuls. Alors, on a les relations suivantes :

—

_— !

_ > 7 c
1.V = u.v' ou v est le projeté orthogonal de .V ol est le projete orthogonal de

U.v =
U

U sur la droite de vecteur directeur i sur la droite de vecteur directeur v

|
|
|
7 nlEA

Par ailleurs, si les vecteurs colinéaires % et v’ sont de = Par ailleurs, si les vecteurs colinéaires u’ et ¥ sont de

-
7 —

méme sens, alors U.V = U.v' = |[u]| X ”v’” et s’ils méme sens, alors U.v = u’. v

= . :
”u ” X [|7]| et s’ils

sont de sens contraires, .V = u.v' = |[u]l X ||v|| sont de sens contraires, .V = u'. ¥ = — ”u’” x || %]l

On peut donc aussi bien projeter ¥ sur la droite de vecteur directeur U que ¥ sur la
droite de vecteur directeur u. Seuls I’énoncé et la configuration de la figure tracée permettront de choisir la

meilleure de ces deux options.

Calculons AB. AC. D c

Les vecteurs AB et AC n’étant pas colinéaires, il convient d’effectuer

une projection orthogonale du vecteur AC sur la droite (AB).

D’une part, A € (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur
AB). D’autre part, ABCD est un carré donc B est le projeté orthogonal

de C sur (AB). Ainsi, AB estle projeté orthogonal de AC sur (AB). .
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Par conséquent, AB.AC = AB.AB = ||ﬁ|| =a®
Calculons BC.BA.

ABCD est un carré donc les droites (BC) et (BA) sont perpendiculaires.
I en résulte que les vecteurs directeurs BC et BA respectifs des droites
(BC) et (BA) sont orthogonaux. Par conséquent, BC.BA=0.

Calculons OC. 0B.

ABCD est un carré de centre 0. Or, les diagonales d’un carré sont
perpendiculaires, si bien que I’angle formé par les vecteurs OC et OB est
un angle droit. De ce fait, 0C.0B = 0.

Calculons AC. AO.

O est le centre de ABCD donc O est le milieu des diagonales [AC] et
[BD] du carré. Autrement dit, les points A, O et C sont alignés dans cet

ordre. Les vecteurs AC et AO sont par conséquent colinéaires et de
méme sens, d’ou :

AC. A0 = ||AC|| x ||[40|| = AC x A0 = AC x AC/2 = AC?/2.

Or, ABCD est un carré donc BC est rectangle en B. Ainsi, d’apres le
théoréme de Pythagore, on a AC? = AB? + BC? = a® + a? = 2a°.

Par conséquent, AC. A0 = AC?/2 = 24° /2 = a®.
Calculons OB. 0D.

0 est le milieu de [BD] donc les vecteurs OB et OD sont colinéaires et
de sens contraires.

Ainsi, 0B.0D = —|0B| x |[0D|| == BD/2 x BD/2 =—BD /4

Or, ABCD est un carré donc ses diagonales sont de méme mesure ; d’ou
BD = AC. Ainsi, d’aprés ce qui précéde, BD? = AC* = 2d?.

11 vient alors que OB.OD = — BD?/4 = —2a2/4 = —a?/2.

*
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Calculons AD.OB.

Soit I le milieu de AD]. Alors I est le projeté orthogonal de O sur
(AD). En outre, A est le projeté orthogonal de B sur (AD).

Autrement dit, 14 est le projeté orthogonal de OB sur (AD). D’ou
AD.OB = AD.1TA.

g d . y . .
Or, les vecteurs AD et IA sont colinéaires et de sens contraires donc

AD.0B = AD.TA = ~|AD|| x |[TA] = ~AD x 1A = ~a x § = — 2 a?.

En conclusion, AD. OB =— a?/2.

Dans cet exercice, on peut également Le repére (A;7;)) est orthonormé car :
définir un repere orthonormé du plan, par exemple le repere

., . a—Yimmraly, =
(A;7;)) avec T = %AB etj= %AD. Dés lors, il suffit de noter les 7l = E”AB” =gxa= 1
coordonnées des points: (0;0),B(a;0), C(a;a), D(0;a) et Iyl = %”E” = % xa=1
O(a/2;a/2). Ensuite, il convient de déterminer les coordonnées |, ., 1-——51-— 1 - —
. . . .]==AB.-AD = 5AB.AD =0
des vecteurs intervenant dans les produits scalaires. a a a’t——

0
—_— —— B — B , . 0 — a/z
Calculons par exemple AD.OB. Les vecteur AD et OB ont pour coordonnées respectives ( ) et I

vient alors que AD.OB = 0 x (—a/2) + a x (—a/2) = —a?/2.

Exercice 9

Pour chacune des figures suivantes, calculer le produit scalaire AB.AC.

OBDC est un carré de coté 5 ABC est un triangle isocele en C, L’unité choisie est le coté d’un
et A est le milieu de OB]. tel que AB = 4. carré du quadrillage.
C D “C B
} ]
A \
. # H A =0 Cc
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Correction de ’exercice 9
Calculons E ﬁ

BDC est un carré donc O est le projeté orthogonal de C sur (OB). De
plus, comme A est le milieu de [OB], A€ (OB). Autrement dit, O est le
projeté orthogonal de C sur (AB).

De plus, A€ (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur (AB).
Finalement, le projeté orthogonal de AC sur (AB) est le vecteur AO.

Ainsi, AB.AC = AB.A0. Comme A est le milieu de OB], AB et A0 sont

colinéaires mais de sens contraires et AB = A0 = 02_B = %

Done 4B.AC = AB.40 = —||4B| x |40 = - 3 x3 = - 2.

Calculons AB. AC.

Le triangle ABC est isocele en C donc la droite issue de C et passant par

le milieu du segment [AB] est un axe de symétrie du triangle et en
particulier une médiatrice. En notant H le milieu de [AB], H est alors le
projeté orthogonal de C sur (AB).

De plus, A€ (AB) donc A est son propre projeté orthogonal sur (AB).
Finalement, le projeté orthogonal de AC sur (AB) est le vecteur AH.

Ainsi, AB.AC = AB.AH. Comme les vecteurs AB et AH sont colinéaires

et de méme sens, AB.AC = AB.AH = ||E|| X ||ﬁ|| = AB X AH.

Comme H est le milieu de [AB], alors AH = % = %

Calculons AB. AC.

Afin d’utiliser le quadrillage, la seule projection orthogonale exploitable
simplement est la projection orthogonale sur la droite (AB). Notons alors
H le projeté orthogonal de C sur (AB) et remarquons que le projeté
orthogonal de A sur (AB) est A lui-méme car A € (AB).

Ainsi, AB.AC = AB.AH. Comme les vecteurs AB et AH sont colinéaires

et de sens contraires, alors AB.AC = AB.AH = —||ﬁ|| X ||ﬁ||
Par ailleurs, AB = 4 ¢t AH = 1.

Donc AB.AC = 4B.4H = —|[4B| x |[Af|| = - 4 x 1 = -4.

9]

-

.;:..——————+——————
=

A H

=2.Donc AB.AC = AB X AH = 4 x 2 = 8.
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Exercice 10
Soient deux vecteurs U et ¥ distincts du vecteur nul. On note a la mesure en radians de ’angle orienté (i ; V).

Ilustrer par une figure chacun des cing cas suivants et calculer 4. V.

Il = 5 151l = 2 =2
ul| = V|| = a=7
@) = 3 il =2 a= =
|| = ol == = =
[Z]| = 4 o] =1 a=m
Il =2 13l =2 _zn
u =3 v =5 a= 3
- N T
Il = 1 131l = 2 a= 3

Correction de I’exercice 10

-

Pour tous vecteurs U et ¥ tels que U # Oet® #0,udv=||Ell x I3l X cos(@ ; B).

Représentons en rouge le vecteur i, en bleu le vecteur U et en vert ’angle orienté (i ; ¥) = a dans le sens
trigonométrique.

— — - = .2\ _ T _ \/7
u.v—||u||><||v||Xcos(u,v)—SXZXcos(Z)—10><7 /
UV =5V2 .

3 ™ 9 3
aa:nmpqwnxwﬁﬁﬁ)=3x—XmsQ_)=-x—-
2 6 2 2 -
93
0D =—" Rﬁ‘
4
u.v = |[u]l X ||P|| X cos(ii; V) =4 x1Xcos(mw) =4x(—1)
ALv= 4 *

N . . oL 3 5 21
7.5 = [lill % 151l % cos(ii ; ¥) = = x = X cos (—)

2772 3
ﬁ_lsx( 1)_ 15
vEY 2)7 8

8l

T
aa:nmxuwawmnn=1xZXamQE)=2xo
UT=0



Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle aigu, alors le produit scalaire %. ¥ est positif. (cas 1 et 2)
Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle obtus, alors le produit scalaire u. U est négatif. (cas 3 et 4)
Si I’angle orienté (U ; ¥) forme un angle droit, alors le produit scalaire . ¥ est nul. (cas 5)

Exercice 11

Soient trois points A, B et C du plan tels que AB =4, AC = 3 et AB.AC = —10. Dans chacun des 3 cas

suivants, justifier si les affirmations sont vraies ou fausses.

Les points 4, B et C sont alignés.

BAC =n/7
BC = 211

Correction de ’exercice 11

Si les points A, B et C sont alignés, alors |Eﬁ| = AB x AC.

Or, d’une part |ETC| =|—-10| = 10 et d’autre part AB X AC =4 x 3 = 12. En conséquence,

|ER| # AB X AC. L’affirmation est fausse.

Si BAC = m /7, alors AB.AC >0 puisque cos (g) > 0.

Or, AB.AC = —10 donc AB.AC < 0. L’affirmation est fausse.

Si BC = 24/11, alors BC? = (2V11) =22 x V11 =4 x 11 = 44.
—_— —_— —_— 2 —_— —_— _ — _— —
Or,BC?=BC?= (BA+AC) = BA? + AC? + 2BA.AC = AB* + AC?* —24B.AC

~——— . vy s . g e, 7
décomposition identité remarquable linéarité

par la relation
de Chases

=4%24+32-2x(-10) = 16 + 9 + 20 = 45. Ainsi, BC? # 13. L’affirmation est fausse.

Pour infirmer les deux premicres affirmations, on pouvait également utiliser directement

I’expression AB.AC = AB x AC x cos(ﬁ; AC ) Ainsi, cette expression aurait permis d’établir que :

(4B, 3C) = AB.AC 10  _5
COSUAB AL ) = ABxAC 4x3 6

A T’aide de la calculatrice, cos(ﬁ; TC) = —% o (ﬁ; 1T6) ~ 146° (arrondi au degré pres par défaut).



